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Códigos Concatenados para Canales con Fading a Bloques

Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne

y

Institut Eurécom
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Prof. Joseph Boutros, Telecom Paris

Prof. Raymond Knopp, Institut Eurécom
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RESUMEN

En esta tesis estudiamos estrategias de codificación para canales de comunicación con fading
a bloques. El canal con fading a bloques es un modelo simplificado que caracteriza canales de
comunicaciones móviles con poca variabilidad temporal y con restricciones estrictas en el tiempo
de procesado. Este modelo es especialmente importante en aplicaciones prácticas donde la comu-
nicación abarca un numero finito de grados de libertad del canal, habitualmente llamado orden
de diversidad. Desde una perpectiva ingenieril, el objetivo principal es el diseño de sistemas de
transmisión que aprovechen eficientemente los grados de libertad disponibles de modo que la comu-
nicación sea más fiable. Los lentos saltos en frecuencia t́ıpicos de los sistemas GSM o EDGE, y la
modulación multiportadora que usa multiplexado por división en frecuencias ortogonales (OFDM),
son ejemplos prácticos de tales canales de comunicación. Opuestamente a lo que sucede en canales
con fading ergódico, el canal con fading a bloques tiene capacidad nula en el sentido estricto de
Shannon, porque hay una probabilidad irreductible, llamada probabilidad de corte, de que el canal
no pueda soportar la velocidad de transmisión requerida. Por lo tanto, para bloques largos, la
probabilidad de error será siempre mayor o igual a la probabilidad de corte.

Cuando transmisor y receptor disponen de una sola antena para comunicarse, estudiamos los
ĺımites teóricos de tales canales con fading a bloques. Estudiando el comportamiento asintótico
de la probabilidad de corte, demostramos que las prestaciones de modulaciones codificadas, con-
struidas con constelaciones de señal discretas, estan determinadas por una cota fundamental a
la diversidad. Este hecho establece el compromiso óptimo entre diversidad y velocidad de trans-
misión. Tal compromiso óptimo induce el concepto de expansión de la constelación de señal, visto
que, para obtener mejores prestaciones puede ser ventajoso transmitir con constelaciones grandes.
Aśı mismo, introducimos una nueva famı́lia de modulaciones codificadas basada en la concatenación
de códigos con prestaciones casi-óptimas con una complejidad de decodificación constante por bit
de información usando técnicas de decodificación iterativa. Analizamos las prestaciones de tales
códigos con decodificación a máxima verosimilitud (ML) y mostramos que, opuestamente al caso
ergódico, la decodificación iterativa exhibe prestaciones muy próximas a las óptimas. Mostramos
como las prestaciones de tales códigos para bloques largos es casi insensible a la longitud del bloque,
y próxima a la probabilidad de corte, mientras que códigos convolucionales especialmente diseñados
para el canal con fading a bloques muestran una degradación importante cuando la longitud del
bloque aumenta. Además, mostramos como la estructura propuesta ofrece prestaciones significati-
vamente mejores a las de códigos concatenados estándar. Por lo tanto, la nueva famı́lia de códigos
representa un avance muy importante tanto a nivel teórico como práctico, por su directa aplicabil-
idad a la mejora de las prestaciones de sistemas móviles basados en protocolos de con longitud de
paquete variable, como IP móvil.

En la segunda parte de la tesis, estudiamos modulaciones codificadas en canales con fading a
bloques con antenas múltiples. En tales canales, construir códigos basados en los criterios tradi-
cionales es dif́ıcil y normalmente resulta en algoritmos de decodificación complejos. En este trabajo,
proponemos estructuras conceptualmente simples basadas en un diseño pragmático que admiten de
forma natural algoritmos de decodificación iterativa. En especial, nos concentramos en el impacto
de la expansión de la constelación de señal sobre la diversidad. En particular, estudiamos dos
métodos diferentes para garantizar la plena diversidad basados en la expansión de la constelación
de señal. Consideramos expansión en el plano complejo, estilo Ungerböck, y expansión multidimen-
sional basada en constelaciones multidimensionales de tipo lattice. Mediante varios decodificadores
iterativos, comparamos ambos métodos y mostramos que, en general, la expansión multidimen-
sional ofrece mejores prestaciones debido a la mejor flexibilidad de diseño. Además, comparamos
exhaustivamente dichos métodos con métodos clásicos, como Alamouti y V-BLAST, en el rele-
vante caso de canales OFDM con antenas múltiples, como los que encontramos en los estándares
de próxima generación de redes de área local. Parte de los resultados se han desarrollado en el
marco de un proyecto conjunto con Motorola, Paris, en el que se ha construido una plataforma
software-radio con antenas multiples para redes móviles de área local basadas en OFDM.
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I Introducción y Modelo

Los canales de comunicaciones móviles se caracterizan por la variación temporal de sus caracteŕısticas.
Las variaciones temporales de la señal, comunmente denominadas fading, son debidas a la propagación
multicamino, al movimiento del usuario y a los cambios del medio de propagación. Cuando la la señal
transmitida es de banda ancha, sus diferentes componentes frecuenciales sufren distintas atenuaciones
de fading. Equivalentemente, la señal se dispersa en el dominio temporal, e.g., el canal introduce
interferencia intersimbólica (ISI). Dichos efectos son habitualmente llamados selectividad frecuencial
y dispersión temporal. Además, el movimiento relativo entre transmisor y receptor determinan la
variación temporal del canal de comunicación.

En esta tesis estudiamos la transmisión de datos en canales móviles para redes móviles de área local,
para los que se requieren elevadas eficiencias espectrales en diferentes modos de transmisión. En un
tal entorno, el movimiento del usuario es limitado, ya que podemos imaginar al usuario comunicando
con su portátil des de su despacho con la estación base. Por lo tanto, dichos canales tendran poca
diversidad temporal y un cierto grado de selectividad frequencial. En particular, consideramos el caso
de redes indoor clásicas en las que se usa OFDM. La modulación OFDM reduce el canal selectivo en
frecuencia a canales paralelos en frecuencia, con un solo coeficiente de atenuación fading por sub-canal.
En tales ambientes indoor, se asume que el canal no cambia durante la transmisión de un paquete de
información.

Tales sistemas de comunicación motivaron la introducción del canal con fading a bloques, presen-
tado primero en [1] y elaborado ulteriormente en [2], para modelar canales fading con poca diversidad
temporal. En particular, en este modelo, los paquetes transmitidos sufren un numero finito y normal-
mente pequeño de realizaciones de canal. El canal con fading a bloques es un modelo simplificado de
sistemas con saltos en frecuencia como GSM y EDGE o con modulacioón OFDM.

I.A El canal con fading a bloques SISO

Más en detalle, en un canal con fading a bloques a entrada simple y salida simple (SISO), con NB

bloques de fading por palabra de código (paquete) y longitud del bloque (en dimensiones complejas)
L, la señal recibida se puede expresar como,

yb =
√

ρhbxb + zb, b = 1, . . . , NB (1)

donde yb ∈ C
L es la señal recibida en el bloque b, xb ∈ C

L es la porción de palabra de código
asignada al bloque b, hb ∈ C representa el coeficiente de fading (escalar) del bloque b y zb ∈ C

L

corresponde al vector de ruido, con componentes i.i.d. ∼ NC(0, 1). En este modelo, la longitud
(en dimensiones complejas) de una palabra de código es NBL. Consideramos que las palabras de
código estan construidas sobre un alfabeto complejo X ⊆ C y que dicha constelación de señal está
normalizada en energia, o sea, E[|X|2] = 1. Aśı mismo, consideramos que el fading está normalizado,
por lo cual E[|hb|2] = 1. Por simplicidad, consideramos fading de Rayleigh, por lo cual, hb ∼ NC(0, 1).
Por consiguiente, la relación señal a ruido (SNR) media es ρ y la SNR instantánea en el bloque b es

ργb, donde γb
∆
= |hb|2. En toda la tesis, consideramos que la información del estado del canal (CSI) es

conocida solamente en el receptor, e.g., los coeficientes de fading han sido perfectamente estimados.
La ecuación (1) se puede reescribir de forma más compacta como

Y =
√

ρHX + Z (2)

donde Y = [y1, . . . ,yNB
]T ∈ C

NB×L, X = [x1, . . . ,xNB
]T ∈ C

NB×L, Z = [z1, . . . , zNB
]T ∈ C

NB×L y
H = diag(h) ∈ C

NB×NB , donde h = (h1, . . . , hNB
).

Todas las posibles palabras de código X forman una modulación codificada M sobre X , con una
tasa de transmisión R (en bits por dimensión compleja) dada por

R =
1

NBL
log2 |M| =

K

NBL
(3)
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donde K = log2 |M| es el numero de bits de información por palabra de código asumiendo que todas
las palabras de código son equiprobables.

En este canal, la capacidad en el sentido estricto de Shannon es cero, ya que existe una proba-
bilidad no nula, llamada probabilidad de corte, de que el mensaje transmitido sea recivido en error.
Formalmente definimos la probabilidad de corte para una tasa de transmisión R y SNR ρ como,

Pout(ρ,R)
∆
= Pr(I(PX ,H) ≤ R) (4)

donde I(PX ,H) es la información mútua (por dimensión compleja) entre la entrada y la salida del
canal, para la realización de los coeficientes de fading H y una asignación de probabilidad de entrada
NBL-dimensional PX , que satisface la condición de potencia media a la entrada unitaria. Como el
canal H es aleatorio, I(PX ,H) representa la información mútua instantánea del canal. Por lo tanto,
para longitud de palabra de código L grande, la probabilidad de error Pe(ρ) será siempre mayor o
igual a Pout(ρ,R). Dado que el modelo (1) corresponde con canales paralelos, cada uno usado una
fracción 1

NB
del tiempo, podemos escribir la información mútua como

I(ρ,H) =
1

NB

NB∑

b=1

JX (ργb) (5)

donde JX (s) representa la información mútua de un canal con ruido Gausiano con SNR s. Por ejemplo,
si las palabras de código se generan con una distribución Gausiana NC(0, 1), obtenemos que

I(ρ,H) =
1

NB

NB∑

b=1

log2(1 + ργb). (6)

Definimos la función de fiabilidad del SNR d?
B como el máximo exponente posible del SNR de la

probabilidad de error en una dada famı́lia de códigos F ,

d?
B

∆
= sup

M∈F

lim
ρ→∞

− log Pe(ρ,M)

log ρ
(7)

donde ρ es el SNR, Pe(ρ,M) es la probabilidad de error de la modulación codificada M y el supremo
es con respecto a todas las modulaciones codificadas en la familia F . En otras palabras, d?

B ∈
{1, 2, . . . , NB} es la pendiente óptima de la probabilidad de error con el SNR, habitualmente llamada

diversidad óptima. Definimos tambien d
(r)
B (R) como el exponente del SNR de la probabilidad de error

usando códigos aleatorios, e.g., la diversidad óptima posible con códigos aleatorios. Si denotamos
d?

B(R) como la diversidad óptima en función de la tasa de transmisión, tenemos el resultado siguiente,

Lema 1 Sea el canal con fading a bloques dado por (1) con fading de Rayleigh i.i.d. con la condición
de potencia media de entrada unitaria 1

NBL

∑NB

b=1 E[|xb|2] ≤ 1. La función de fiabilidad del SNR para
cualquier L > 1 y tasa de transmisión R es, d?

B(R) = NB, y se puede obtener con códigos aleatorios

Gausianos, e.g., d
(r)
B (R) = NB para todo L > 1.

Este resultado se puede obtener como corolario del Teorema 2 de [3]. Los detalles de la de-
mostración estan en el apéndice C.1 de la tesis. Las Figuras 1 y 2 ilustran el significado del Lema 1.
De la figura 1 se desprende que a mayor NB mayor es la diversidad ya que la curva de probabilidad de
error presenta una mayor pendiente. Si NB → ∞ la curva de probabilidad de error convergerá a un
escalón indicando el ĺımite de la capacidad, e.g., el parámetro de canal a partir del cual se transmitir
tan fiablemente como sea necesario. La Figura 2 ilustra la independencia de R de la diversidad óptima
con constelaciones Gausianas. Como se detalla en la sección siguiente y en más detalle en el caṕıtulo
3 de la tesis, en el caso de constelaciones discretas, e.g., modulaciones PSK, APSK, QAM, d?

B(R)
depende de R, y, espećıficamente, para una constelación de señal fija, si a mayor R, menor será d?

B(R).
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Figura 1: Probabilidad de corte con constelaciones Gausianas para un canal con fading a bloques
SISO con NB = 2, 4, 16 y 100 bloques de fading por palabra de código como función del SNR para
R = 2 bit/s/Hz.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0
 (dB)

P o
u

t

R = 1 bit/s/Hz
R = 2 bit/s/Hz
R = 3 bit/s/Hz
R = 4 bit/s/Hz

Figura 2: Probabilidad de corte con constelaciones Gausianas para un canal con fading a bloques
SISO con NB = 4 bloques de fading por palabra de código como función del SNR para R = 1, 2, 3 and
4 bit/s/Hz.
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I.B El canal con fading a bloques MIMO

En esta tesis, consideramos también el caso de transmisión y recepción con antenas múltiples (canal
MIMO). En este caso, la señal recibida en el bloque b en un canal con NT antenas en el transmisor y
NR antenas en el receptor, se puede expresar como,

Yb =
√

ρHbXb + Zb b = 1, . . . , NB (8)

donde Yb ∈ C
NR×L es la matriz de seãl recibida en el bloque b, Hb ∈ C

NR×NT es la martiz de canal
del bloque b con entradas i.i.d. ∼ NC(0, 1), e.g. fading de Rayleigh, Xb ∈ C

NT ×L es la porción de
palabra de código asignada al bloque b y Zb es la matriz de ruido con entradas i.i.d. ∼ NC(0, 1).
Asumimos que los śımbolos transmitidos desde una antena tienen energia unitaria y que el canal está
normalizado en modo tal que 1

NT NR
trace(E[HbH

H
b ]) = 1, para 1 ≤ b ≤ NB. Aśı, el SNR medio por

antena en el receptor es ρNT y el SNR medio por antena en el transmisor es ρ.
En este caso, la capacidad del canal en sentido estricto es también nula, ya que la probabilidad de

error para L grande es al menos la probabilidad de corte. En el caso del canal con fading a bloques
MIMO,

I(PX , ρ) =
1

NB

NB∑

b=1

log2 det(INR
+ HbQHH

b ) (9)

donde Q = diag(q) es la covarianza de entrada. Para SNR grande, Q = ρINT
es óptima, aunque para

un SNR fijo, la matriz de covarianza óptima no se conoce y es todavia un problema abierto [4]. Por lo
tanto, consideraremos Q = ρINT

para todo SNR. Para SNR suficientemente grande, (9) se comporta
como min{NT , NR} log2(ρ). Por lo tanto, podemos comunicar tasas de transmisión min{NT , NR}
veces mayores que en el caso SISO.

II Modulaciones Codificadas en Canales con Fading a Bloques SISO

En esta sección se presentan las contribuciones más relevantes correspondientes al caṕıtulo 3 de la
tesis. En particular, se demuestra que las modulaciones codificadas con tasa de transmisión R bits
por dimension compleja construidas sobre una costelación X ⊂ C de talla |X | = 2M symbolos, llegan
al compromiso óptimo entre diversidad y tasa de transmisión dado por la cota de Singleton para
R ∈ (0,M ]. Además, demostramos que las bit-interleaved coded modulation (BICM) [5] obtienen
el mismo compromiso óptimo entre diversidad y tasa de transmisión. En particular, para modula-
ciones codificadas M(C, µ,X ) obtenidas a partir de la concatenación de un código binario C con una
modulación X con un mapping µ, obtenemos los resultados siguientes,

Teorema 1 Sea el canal con fading a bloques (1) con fading de Rayleigh i.i.d. y constelación de
entrada X con cardinalidad 2M . La función de fiabilidad del SNR está acotada superiormente por la
cota de Singleton

d?
B(R) ≤ dSB(R)

∆
= 1 +

⌊
NB

(
1 − R

M

)⌋
(10)

El exponente del SNR usando códigos aleatorios de la modulación codificada M(C, µ,X ) con tasa

transmisión R y longitud de bloque L(ρ) tal que limρ→∞
L(ρ)
log ρ

= β, está acotada inferiormente por

d
(r)
B (R) ≥ βNBM log(2)

(
1 − R

M

)
, (11)

para 0 ≤ β < 1
M log(2) y por

d
(r)
B (R) ≥ dSB(R) − 1 + min

{
1, βM log(2)

[
NB

(
1 − R

M

)
− dSB(R) + 1

]}
(12)

para 1
M log(2) ≤ β < ∞.

Además, exponente del SNR usando códigos aleatorios del canal asociado BICM satisface las mis-
mas cotas inferiores (11) y (12).
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Demostración Ver apéndice C.2 de la tesis.
El siguiente resultado se obtiene como una consecuencia immediata del Teorema 1,

Corolario 1 La función de fiabilidad del SNR del canal con fading a bloques (1) con constelación X
y la del canal asociado BICM es d?

B(R) = dSB(R) para todo R ∈ (0,M ] excepto para los NB puntos
de discontinuidad de dSB(R), e.g., para los valores de R tales que NB(1 − R/M) es un entero.

Los códigos que obtienen la diversidad óptima d?
B(R) en el Teorema 1 tienen una longitud de

bloque que crece con SNR como β log ρ para valores de β suficientemente grandes. Esto es debido a
que, opuestamente al caso Gausiano, existe una probabilidad no nula de que dos palabras de código
generadas aleatoriamente sean iguales para L finito. Por lo tanto, L tiene que crecer suficientemente
para no dominar la probabilidad de error total. La Figura 3 ilustra el significado operacional del
Teorema 1, ya que para valores de β grandes, el exponente del SNR con códigos aleatorios coincide
en un mayor soporte con la cota de Singleton. En el ĺımite, estas dos curvas coincidirán en todo el
soporte excepto en los puntos de discontinuidad.
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Figura 3: Función de fiabilidad del SNR y exponente con códigos aleatorios d
(r)
B (R) en un canal con

fading a bloques con NB = 8 y una constelación con M = 4 bits por śımbolo.

Para cualquier tasa de transmisión R, podemos obtener diversidad plena, o sea, dSB = NB usando
una constelación de cardinalidad suficientemente grande. Este fenómeno, habitualmente llamado
expansión de la constelación de señal, corresponde con el argumento intuitivo de que constelaciones
grandes se parecen a constelaciones Gausianas óptimas. La Figura 4 ilustra este hecho, mostrando
la probabilidad de corte con entradas Gausianas, QPSK, 8-PSK y 16-QAM en un canal con fading
a bloques con NB = 3 y R = 1 bit/s/Hz. El resultado del Lema 1 establece que en este caso la
probabilidad de corte con entradas Gausianas tendrá diversidad 3. En cambio por el Corolario 1, con
constelaciones discretas, la cota de Singleton dicta su optimalidad. En particular, en este caso se ve
claramente que QPSK no es suficiente para obtener diversidad plena, mientras que 8-PSK y 16-QAM
si. El Corolario 1 demuestra no solamente que la cota de Singleton es la mejor diversidad posible, sino
que se puede obtener con códigos aleatorios construidos sobre constelaciones discretas y BICM.

En la práctica, estaremos interesados en diseñar famı́lias de códigos con prestaciones

Pe(ρ, L) = K(ρ, L)Pout(ρ) (13)
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Figura 4: Probabilidad de corte en un canal con fading a bloques con NB = 3 y R = 1, con constela-
ciones Gausianas, QPSK, 8-PSK y 16-QAM.

proximas a la probabilidad de corte. En especial, estaremos interesados en

lim
L,ρ→∞

K(ρ, L) = K̃ (14)

con K̃ proximo a 1. Esto implica que la curva de probabilidad de error de los códigos propuestos es
paralela a la de la probabilidad de corte, y, que además, la probabilidad de error es independiente
de la longitud de bloque. Éste hecho es precisamente el que marca el comportamiento de los códigos
que se acercan a la probabilidad de corte en sentido estricto, ya que la cota de Singleton implica
longitud de bloque infinita. Dicha independencia de la longitud de bloque tambien tiene múltiples
implicaciones prácticas ya que, contrariamente a lo que sucede ahora con códigos convolucionales
[6, 7, 8, 9] (su probabilidad de error crece con la longitud de bloque), un mismo código ofrece las
mismas prestaciones para múltiples longitudes de bloque, lo que simplifica substancialmente el diseño
del nivel f́ısico de sistemas con protocolos de longitud de paquete variable como IP móvil.

Es noto que los códigos concatenados tienen un umbral de decodificación1 en canales Gausianos
sin fading. Por lo tanto, en el canal con fading a bloques, a cada realzación de fading dichos códigos
tendrán un umbral de decodificación y su probabilidad de error para bloques grandes vendrá dada por
la distribución del umbral de decodificación ρth(H) como función del fading,

lim
L→∞

Pe(ρ, L) = Pr(ρth(H) ≥ ρ) (15)

que es independiente de L. En la próxima sección se presenta una famı́lia de códigos con prestaciones
próximas a la probabilidad de corte del canal, basada en la concatenación de códigos por bloques.

II.A Códigos concatenados por bloques

En esta sección se presenta una nueva famı́lia de códigos basada en la concatenación por bloques
que llega a la cota de Singleton y que ofrece prestaciones substancialmente superiores a los codigos
presentados en [6, 7, 8, 9]. En particular, para dichos códigos, la probabilidad de error es esencialmente
independiente de L, cuando L es grande, demostrándose aśı como una famı́lia de códigos buena. La
estructura de los códigos concatenados por bloques (BCC) se ilustra en la Figura 5. El código binario

1El umbral de decodificación se define como el parámetro de canal (en el caso del canal gausiano es la relación señal
a ruido ρ) a partir del cual la probabilidad de error tiende a cero para bloques grandes [10, 11, 12].
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C está formado por la concatenación de un código externo CO de tasa de transmisión rO y longitud
NBLπ, dividido en NB bloques de longitud Lπ en un modo similar a [6]. Los bloques se entrelazan
independientemente con las permutaciones (π1, . . . , πNB

) y el resultado entra en NB codificadores del
código interno CI de tasa de transmisión rI y longitud LB = LM . Por lo tanto, la longitud total de
C es de NBLB śımbolos binarios. Finalmente, para obtener una construcción general para cualquier
constelación de señal utilizamos BICM [5] y la salida de cada codificador interno se entrelaza con
las permutaciones (πµ

1 , . . . , πµ
NB

) y se modula en una secuencia de señales en X mediante el mapping
biyectivo µ. La tasa de transmisión del código BCC resultante es R = rOrIM .

Cuando el codigo externo es un código de repetición de tasa de transmisión rO = 1/NB y los
códigos internos son acumuladores [13], el código BCC resultante lo llamaremos código a repetición y
acumulación por bloques (RBA). Cuando ambos códigos son códigos convolucionales, nos referiremos
al código BCC resultante como códigos convolucionales concatenados por bloques (BCCC). Los códigos
BCC se decodifican en modo iterativo con el algoritmo belief propagation (BP) [14].

La Figura 6 ilustra la relevancia de la construcción BCC (RBA y BCCC) comparada a los códigos
homónimos para canales ergódicos, o sea, turbo-códigos. Se observa una diferencia substancial en la
pediente de la curva de error, debida básicamente al hecho que los códigos BCC respetan la diversidad
por bloques del código externo [6] mientras que los turbo-códigos convencionales [15, 16, 17] no.
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Figura 6: Probabilidad de error obtenida con 10 iteraciones de decodificación BP de los códigos
binarios RBA, RA, BCCC y SCCC de tasa de transmisión R = 1/2 para NB = 2 y K = 1024 bits de
información por palabra de código.
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La sección 3.4.2 de la tesis está dedicada al análisis de las prestaciones de los códigos BCC con
longitud de bloque finita. En particular, dicho análisis se realiza bajo la suposición de decodificación
a máxima verosimilitud (ML), ya que el análisis del decodificador iterativo resulta prohibitivo. Dicha
sección presenta en detalle varias cotas y aproximaciones muy próximas a la probabilidad de error con
decodificación iterativa para los casos de BCC binarios (con modulaciones BPSK o QPSK con mapping
de Gray) o para BCC sobre modulaciones generales usando BICM. En especial se estudian las siguientes
técinicas: cota de la union [8], cota de Poltyrev [18], aproximación de Byun Park y Lee (BPL) [19].
Todos estos métodos requieren el conocimiento del espectro de distancias del código [20]. En especial,
la cota de la union y la cota de Poltyrev requieren el espectro de distancias multivariado para una
longitud de bloque dada ALB

w1,...,wNB
, o sea, el número de palabras de código con pesos de Hamming por

bloque w1, . . . , wNB
respectivamente. Ambos métodos ofrecen prestaciones similares, y por lo tanto,

usaremos siempre la cota de la unión, ya que la cota de Poltyrev requiere la optimización del ángulo
de un cono multidimensional a cada realización del fading. Aún no siendo una cota estrictamente,
la aproximación BPL ofrece resultados muy ajustados y es fácil de evaluar numéricamente, ya que
solamente requiere el espectro del producto de distancias del código.

La sección 3.4.3 de la tesis presenta un resultado de suma relevancia: la probabilidad de error de
los códigos BCC no depende de L para grande L. En particular, la probabilidad de error de los códigos
BCC (binarios o con BICM) se puede escribir como la distribución de su threshold de decodificación

Pe(ρ) ≤ Pr

(
max

ω∈[0,1]NB

a(ω)
∑NB

b=1 ωbγb

≥ ρ

)
(16)

donde ω = (ω1, . . . , ωNB
), ωb = wb/LB y

a(ω) = lim
LB→∞

FLB

ω
(17)

es la función de crecimiento asintótica [21] del espectro de distancias multivariado con

FLB

ω
=

1

LB
ALB

ω1,...,ωNB
. (18)

La ecuación (16) se obtiene fácilmente partiendo de la cota de la unión [8]. La Figura 7 muestra la
función de crecimiento asintótica y función de crecimiento con 100 bits de información por palabra
de código, para un código RBA de tasa r = 1/2 en un canal con NB = 2 bloques. En la Figura se
aprecia poca diferencia entre ambas funciones, lo que indica que el comportamiento del código para
varias longitudes de bloque será similar.

Para mostrar todav́ıa más claramente este hecho, la Figura 8 muestra la probabilidad de error
asintótica comparada con simulaciones (30 iteraciones de decodificación BP) con K = 100, 1000 y
10000 bits de información por palabra de código en el caso de un RBA binario en un canal con fading
a bloques con NB = 2. Como se observa en la figura, la probabilidad de error se vuelve rápidamente
independiente de L. Este hecho es de relevancia clave para mejorar las prestaciones de sistemas móviles
basados en protocolos de longitud de paquete variable como IP móvil. Por lo tanto, los resultados
que se presentan en esta tesis, mejorarán considerablemente las prestaciones de futuros sistemas de
Internet móvil.

III Modulaciones Codificadas en Canales con Fading a Bloques MIMO

En esta sección estudiamos el diseño de códigos espaciotemporales en canales con antenas múltiples y
que se corresponde con el material presentado en el caṕıtulo 4 de la tesis. En particular, consideramos
el canal casiestático, e.g., NB = 1. Este es probablemente el modelo más sencillo que captura las
propiedades esenciales de los canales MIMO no ergódicos. Por lo tanto, podemos expresar el modelo
de señal como

Y =
√

ρHX + Z (19)
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Figura 7: Función de crecimiento asintótica y función de crecimiento con 100 bits de información por
palabra de código, para un código RBA de tasa r = 1/2 en un canal con NB = 2 bloques.
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donde Y ∈ C
NR×L es la señal recibida, X = (x1, . . . ,xNT

)T ∈ C
NT×L es la señal transmitida, extraida

de un código espaciotemporal S ⊆ C
NT×L, H = (h1, . . . ,hNT

) ∈ C
NR×NT es la matriz de coeficientes

de fading Rayleigh con entradas i.i.d. ∼ NC(0, 1), y Z ∈ C
NR×L es la matriz de ruido con entradas

i.i.d. ∼ NC(0, 1). La probabilidad de error a pares puede escribirse como [22],

P (X → X′) ≤ Gcρ
−drNR (20)

donde Gc es la ganancia de codificación y

dR = min
X,X′∈S

rank(X −X′) (21)

es la diversidad de rango de S. El diseño de códigos espaciotemporales convencional busca la plena
diversidad de rango, e.g., dR = NT . Desafortunadamente, tal diseño conlleva construcciones muy
complicadas y sobretodo restringidas al caso binario, ya que la evaluación del rango en un caso general
puede ser complicado [22]. Una cota superior simple a la diversidad de rango viene dada por la
diversidad de bloque (estudiada en el caṕıtulo 3 y mencionada en la sección precedente), o sea, el
numero mı́nimo de filas no nulas de la matriz X − X′ para todos los pares posibles en S. Esta
diversidad puede obtenerse con un decodificador capaz de substraer perfectamente la interferencia
entre los śımbolos transmitidos por las diferentes antenas en un mismo instante de tiempo. Esto
reduce el problema al estudio de canales paralelos sin interferencias mútuas, o sea, un canal con fading
a bloques SISO.

El objetivo principal de este estudio es la evaluación del impacto de la expansión de la constelación
en la diversidad. La expansión de la cosntelación de señal se puede obtener haciendo la constelación
en el plano compleja más grande o usando mappings lineares multidimensionales de tipo lattice.
Consideramos dos tipos de códigos pragmaticos espaciotemporales con diversidad plena. En particular,
revisamos primero una construcción pragmática basada en BICM, por la cual, obtener la diversidad
se basa solo en las propiedades algebráicas del código. Acto seguido, estudiamos otra construcción
pragmática con un codigo interno lineal en los complejos (codigo de dispersión lineal (LD) [23]). Dichas
estructuras se comparan mediante receptores iterativos.

III.A Códigos pragmáticos espaciotemporales

El esquema de transmisión de los códigos espaciotemporales naturales con BICM (BICM NSTC) se
ilustra en la Figura 9. Mediante una función P se reparten los śımbolos binarios de las palabras
de código de un código binario C entre las distintas antenas. Los śımbolos binarios de las distintas
antenas se entrelazan y modulan independientemente haciendo una modulación BICM por antena.
Asumiendo un decodificador perfecto, dichos códigos BICM NSTC obtienen la diversidad por bloques,
acotada por la cota de Singleton. Ésta construcción es idéntica a la construcción descrita en la sección
precedente.

1

F

P

NT

..
.

π1

πNT

Modulator

Modulator

C
r = k/n

Block Code

Figura 9: Esquema de transmisión de los códigos BICM NSTC.
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III.B Códigos pragmáticos espaciotemporales concatenados

El diagrama de bloques de los códigos espaciotemporales BICM TAST se ilustra en la Figura 10. Dichos
códigos se componen de un BICM clásico seguido de una modulación TAST, basada en rotaciones lin-
eales multidimensionales (vease [24] para más detalles). Las modulaciones TAST estan expĺıcitamente
concebidas para obtener la maxima diversidad con decodificación ML. Con esta estructura, la diver-
sidad estará siempre asegurada por la modulación TAST mientras que la ganancia de codificación
vendrá dada por la modulación BICM.

. . .

Binary

Code Modulator TAST
Parser

1

NT

BICM CO

C
π P

Figura 10: Esquema de transmisión de los códigos BICM TAST.

III.C Decodificación

Debido a la presencia de los entrelazadores en ambos esquemas, la decodificación ML es de enorme
complejidad debido a que se puede efectuar solamente por búsqueda exhaustiva. Si aplicamos el
algoritmo BP [14] al grafo inducido por dichos códigos, obtenemos distintos algoritmos iterativos
que aproximan la solución MAP. El algoritmo BP exacto, induce una complejidad exponencial en el
cálculo de las métricas que alimentan el decodificador de C, ya que tiene en cuenta todos los śımbolos
multidimensionales transmitidos posibles. En la sección 4.3 de la tesis se detalla la derivación de dicho
algoritmo. Para reducir la complejidad de dicho algoritmo se pueden usar técnicas de decodificación
de tipo esfera [25] o técnicas de cancelación de interferencia combinadas con filtraje lineal. Dichos
decodificadores resultan en una complejidad mucho menor aunque, como se ilustra en la sección 4.4
de la tesis, pueden incurrir en deficiencias en las prestaciones.

III.D Resultados

Para remarcar los efectos de la expansión de la constelación, la Figura 11 muestra la probabilidad de
error de los códigos BICM NSTC y BICM TAST con decodificación BP exacta para transmitir 3 bits
por dimensión compleja. Para simplificar la decodificación, se usan códigos convolucionales estándar.
Con BICM NSTC podemos transmitir 3 bits por dimensión compleja usando un código convolucional
de tasa r = 3/4 y modulación QPSK. Como se observa, con tal configuración, BICM TAST muestra
plena diversidad (paralela a la probabilidad de corte), mientras que BICM NSTC, muestra diversidad
deficiente, ya que su diversidad viene dada por la cota de Singleton. Si empleamos un código de
tasa r = 1/2 con modulación 8-PSK con la estructura BICM NSTC, obtenemos también 3 bits por
dimensión compleja y diversidad plena, ya que en este caso la cota de Singleton obtiene diversidad
plena. Como se observa, es mejor usar la estructura BICM TAST, ya que ofrece una ganancia de
1dB. En el caso que la aplicación en cuestión requiera el uso de amplificadores de potencia saturados,
preferiremos la opción de BICM NSTC, ya que los códigos BICM TAST inducen una relación potencia
de pico potencia media muy elevada.

El caṕıtulo 5 de la tesis resume una serie de resultados en canales MIMO OFDM, y compara la
estructura BICM NSTC con otras estructuras más clásicas como Alamouti, V-BLAST y otra estructura
concatenada con rotaciones multidimensionales. Como anticipa la Figura 12 para un canal real OFDM
con NT = NR = 4 antenas, se muestra que BICM NSTC es la estructura que mejor funciona con
receptores iterativos de complejidad muy reducida.
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– A. Guillén i Fàbregas, M. Guillaud, D. T. M. Slock,G. Caire, K. Gosse, S. Rouquette, A.
Ribeiro Dias, P. Bernardin, X. Miet, J.-M. Conrat, Y. Toutain, A. Peden and Z. Li, “A
MIMO-OFDM Testbed for Wireless Local Area Networks,” mandado al EURASIP Journal
on Applied Signal Processing, Special Issue on Implementation Aspects and Testbeds for
MIMO systems, Diciembre 2004
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signal Processing Conference (EUSIPCO), Vienna, Austria, Septiembre 2004

recibió el premio Young Authors Award de la conferencia, otorgado al mejor art́ıculo escrito por un
autor joven.

Durante la tesis, se han establecido múltiples colaboraciones internacionales. En especial, parte
del análisis asintótico presentado en el Caṕıtulo 3, se llevó a cabo durante el último año de tesis

17



en el laboratorio del Prof. Rüdiger Urbanke en el EPFL, Suiza. Además, la colaboración con el
Dr. Riccardo de Gaudenzi, Agencia Espacial Europea, Holanda y Alfonso Martinez, Universidad
Politecnica de Eindhoven, Holanda, ha generado 2 art́ıculos de revista, 2 de conferencia y 1 patente
sobre el uso de modulaciones robustas APSK en sistemas de difusión de video por satélite. Parte
de este trabajo se ha adoptado para el estándar DVBS2 de ETSI. Parte de este trabajo motivó
el trabajo presentado en el Apéndice A de la tesis, donde se describe un método para evaluar las
prestaciones de los sistemas BICM muy fácil de calcular. Esta colaboracion con Alfonso Martinez, ha
generado 1 art́ıculo de revista aśı como 2 conferencias. Hoy esta colaboración continua para extender la
aplicabilidad del método a cotas mejoradas como la de Poltyrev. Este trabajo se ha mandado al 2005
IEEE International Symposium on Information Theory. Como fruto del interés de la tesis, el material
del Caṕıtulo 3 ha generado una colaboración con el Prof. Joseph Boutros, de la Ecole Nationale
Supérieure des Télécommunications de Paris, Francia, de la que nació un art́ıculo de conferencia. Hoy,
esta colaboracion extiende el método propuesto a canales con antenas múltiples con aplicaciones a
sistemas OFDM.
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